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AbstractAbstract
High‐dimensional American option pricing is computational g p p g p

challenging in both theory and practice. 

h h h d b d h fUsing stochastic mesh method combined with performance 

enhancement policy by bias reduction to solve this practical 

problem in classic Black‐Scholes framework. 

Effectively parallelize this algorithm use MPI forEffectively parallelize this algorithm, use MPI for 

implementation and execute large‐scale numerical 

experiments on DeepComp7000. 

Numerical study of parallel simulationNumerical study of parallel simulation.
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Background & Motivation

• Emerging Computational Finance Research

• Exotic/Complicated Derivatives Pricing• Exotic/Complicated Derivatives Pricing
High‐dimensional American Option, CDO, etc

• Computational Demands of Financial Industry

Pricing, Risk Management, Algo Trading, etcPricing, Risk Management, Algo Trading, etc

• Development of HPC Technique

Multi‐core, Cluster, GPU, etc
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Background & Motivation
Monte Carlo Simulation based method is popular inMonte Carlo Simulation‐based method is popular in 
derivatives pricing and can easily dispose of high‐
dimensional/path dependent problemsdimensional/path‐dependent problems. 
• The convergence rate independent of the dimensionality of the specific   
problem on handsproblem on hands. 

• Quite flexible to different option payoff types.

• Implementation easily• Implementation easily.

Large‐scale parallel Monte Carlo simulation can 
efficiently overcome the computational challenges in 
high‐dimensional American option pricing.
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Background & Motivation

Problem Formulation
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Background & Motivation

Problem Formulation

American option allows exercising at any time before the maturity.
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Background & Motivation

Longstaff and Schwartz(2001): regression‐based method

basis function choosing/lower bound

Broadie and Glasserman:
random tree method(1997) computational prohibitiverandom tree method(1997), computational prohibitive
stochastic mesh method(1997, 2004), effectively

Avramidis and Hyden(1999):Avramidis and Hyden(1999):
performance enhancement policies

Avramidis and Matzinger(2004):
convergence of stochastic mesh method in theory
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Background & Motivation

Haugh and Kogan(2004), Roger(2002) :
the duality approach

Andersion and Broadie(2004):
the primal‐dual algorithmthe primal dual algorithm

Inanez and Zapatero(2004):
i i h i l i f iestimating the optimal exercise frontier

Kargin(2005):
lattice‐based method/nonlinear high‐dimensional interpolation
……
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Stochastic Mesh Method
Simulate the underlying price……
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Stochastic Mesh Method
……and construct the stochastic mesh
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Stochastic Mesh Method
High‐dimensional case
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Stochastic Mesh Method
High‐biased estimator

b: mesh sizeb: mesh size
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Stochastic Mesh Method
Low‐biased estimator( == multi‐asset European option pricing)

average the high‐biased and low‐biased estimators of option value respectively, g g p p y,
construct a 1−α ( α =5%, 10%, …) level confidence interval of the option value,
point estimate
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Stochastic Mesh Method

Step1. mesh generation; 
Step2. stochastic dynamic programming;Step2. stochastic dynamic programming; 
Step3. mesh replication.

b
NN
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Improved Stochastic Mesh Method

Drawback of Standard Stochastic Mesh Method:
existence of the estimated bias

the estimated value of the true option value

the high biased average estimator

the low‐biased average estimator

the high‐biased average estimator

b:mesh size
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Improved Stochastic Mesh Method

The estimate of the continuation value only using the mesh points in I y g p
at exercise date t

b:mesh size
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Improved Stochastic Mesh Method

Replicate the mesh for N times, average the estimated 
i l d h b i i f hoption values, and then a better point estimate of the 

true option value can be given.
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Random Number Generation
Simulate the underlying price……

Monte Carlo: pseudorandom series

Quasi Monte Carlo: low‐discrepancy series (Sobol/Halton, etc)

Inverse method:

Uniform Distribution Standard Normal DistributionUniform Distribution  Standard Normal Distribution
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Random Number Generation
Pseudorandom series 6 dim 300Pseudorandom series, 6‐dim, 300

Dim‐2 Dim‐3 Dim‐3 Dim‐4Dim 2 Dim 3                                                                Dim 3 Dim 4
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Random Number Generation
Low discrepancy series 6 dim 300Low‐discrepancy series, 6‐dim, 300

Dim‐2 Dim‐3 Dim‐3 Dim‐4Dim 2 Dim 3                                                                Dim 3 Dim 4
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Parallelization

Construct the wholemesh on each processor respectively, so that each one has 
the full information of the mesh and the communication is avoid.

Split the mesh by row.

Processor 1Processor 1

Processor 2

………………
Processor 2

Processor np
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Parallelization
PWeights calculation Processor p:Weights calculation

Processor 1Processor 1

Processor 2

………………
Processor 2

Processor np
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Parallelization

Processor 1Processor 1

Processor 2

………………
Processor 2

Processor np
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Parallelization‐Implementation

Programming Language: C

Used MPI Functions:
MPI Allreduce()/MPI Bcast()/MPI Datatype/MPI_Allreduce()/MPI_Bcast()/MPI_Datatype/……

Random Number: Sobol Sequences(low‐discrepancy)Random Number: Sobol Sequences(low‐discrepancy)
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Numerical Experiment

Computational Platform: DeepComp 7000
• Supercomputing Center, CASp p g ,
• 106.5 Teraflops, 19th@Top500(Nov, 2008)
• Blade Nodes(Cluster) + SGI Nodes
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Numerical Experiment

Use speedup to measure the performance of parallel 
l ith d ti t d bi t t d th falgorithm and estimated bias to study the performance 
of stochastic mesh method. 
• The speedup is the ratio of the serial computational time to p p p
the parallel consumed time using many processors; 

• The estimated bias is calculated via “true” value subtracting  
point estimated value
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Numerical Study‐Ⅰ

ρ = 0.0 in both cases; M = 3 in 5‐Dim test case, while in 7‐Dim 
test case M = 10. 
In each test case, let the mesh size b equal to 1024, 2048 and 
4096 respectively and replicate the mesh for 50 times. Then, 
execute the codes in both computing environments for eachexecute the codes in both computing environments for each 
level of mesh size, using 1, 2, 4, 8, 16, 32 and 64 processors 
respectively.p y

Compute the “true” values of both options by setting b = 32768 , N = 50 and 
running the codes on “Cluster” using 128 CPUs. The computations cost 1003.86 
and 4957.28 seconds respectively. The “true” values of both options are 
25.224569 and 3.325708, with variances 0.000203 and 0.000079 respectively. The 
corresponding European options are 23.051029 and 2.419403 respectively, based 

2009/10/17 28DCABES2009,Wuhan,China

on 100,000,000 Monte Carlo simulations.



nbnp

Numerical Study
Results in the standard 5 Dim and 7 Dim settingsResults in the standard 5‐Dim and 7‐Dim settings
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Numerical Study
Speedups of test cases in the standard settings on “SGI”Speedups of test cases in the standard settings on  SGI
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Numerical Study
Speedups of test cases on “SGI” and “Cluster”Speedups of test cases on  SGI  and  Cluster
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Numerical Study‐Ⅱ

5‐Dim setting: ρ = 0.5 and ρ = 0.7 respectively. 

Set the mesh size to 4096 and replicate the mesh for 50 times.
compute the “true” value on “Cluster” using 128 CPUs, by setting b = 32768 , N = 
50 The “true” values are 18 647219 and 15 594348 with variance 0 000137 and50 . The  true  values are 18.647219 and 15.594348, with variance 0.000137 and 
0.000143 respectively. The values of corresponding European options are 
16.9774342 and 14.06876539 respectively, based on 100,000,000 Monte Carlo 
simulations.simulations.
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Numerical Study‐Ⅲ

7‐Dim case with different numbers of exercise dates.

Set the number of exercise opportunities equal to 10, 20, 30, 
40 and 50 respectively. 

In each test case, b=4096, N=50.
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Numerical Study
Results in the 7‐Dim case with different exercise datesResults in the 7 Dim case with different exercise dates

Note: The “‐” in the table represents that the consumed time exceeds 6 hours.
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Numerical Study‐Ⅳ

Observe the influence of the number of mesh replication N 
on estimated option values.

Use test cases with mesh size b = 512, 1024, 2048, 4096, 
8192 and 32768 in 5‐Dim setting8192 and 32768 in 5‐Dim setting. 

Let N vary from 5 to 500 with step 5. y p
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Numerical Study
Estimated option values with N from 5 to 500Estimated option values with N from 5 to 500

2009/10/17 36DCABES2009,Wuhan,China



Conclusions
The parallel performance is much better for casesThe parallel performance is much better for cases
with large‐scale simulated parameters and has 
good scalability in different parallel environmentsgood scalability in different parallel environments. 

The approach with bias reduction policyThe approach with bias reduction policy  
using smaller mesh size might underestimate the 
true option valuetrue option value. 
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Conclusions
Our results can motivate the further performanceOur results can motivate the further performance 
enhancement of stochastic mesh method and then 
enable the practitioners to embrace this effectiveenable the practitioners to embrace this effective 
method.
Parallel computing is an effective and efficient toolParallel computing is an effective and efficient tool 
for computational finance research.
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Thank you~~

Q & A lQ & A, please


